
ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИИ
(Подготовила Орлова Светлана Владимировна)

Ниже приведен план и пример исследования функции с помощью производной. В данном 
исследовании не рассматриваются четность и нечетность, периодичность, промежутки 
знакопостоянства. Пример решения представлен в виде таблицы: 1 столбик - номер действия по 
порядку плана исследования, 2 столбик -  пункт плана исследования функции, 3 столбик -  действия 
и рассуждения в данном пункте. В каждом пункте конечный результат (т.е. то, что должно быть 
записано в тетради будет выделено жирным шрифтом), а пояснения курсивом. В конце документа 
приведено решение по данному заданию (то, как должно выглядеть решение в тетради после 
исследования функции).

План исследования функции через производную:
1. Df)=?
2. f ’(x) = ?
3. D f  ’)=?
4. f  ’(x)=0, xi, X2 -  критические точки, нанести кр. точки на числовую прямую, указать 

интервалы, в каждом интервале выбрать число (п.5)

6. f  ’(a) = ... >0, f  Т 
f  ’(b) = . .< 0 , f  i
f  ’(c) = .  . >0, f  Т, нанести данные на числовую прямую п.5, определить (подписать) max и min.

7. Xmax ?, Xmin ?
8. f  (Xmax )  = ? f  (Xmin )  = ?
9. Собрать полученные данные в таблицу (количество строк -4, количество столбцов = кол-во 
кр. точек + кол-во интервалов +1)_____________________________________________________

X (-ю;x1) X1, (x1; X2) X2 (X2; +ю)
f ’(x) + 0 - 0 +
f  (x) Т f  (Xmax ) i )ins Т

экстремумы ////////////////// max /////////////////// min //////////////////
Замечание: производная в критических точках равна нулю.

10. График
Замечание: если график функции пересекает оси координат, необходимо вычислить и 
отметить точки пересечения графика с осями координат:
Ох: f  (x)=0;
Оу: f(0)=?.

План нахождения наибольшего и наименьшего значения функции
на отрезке [a;b]:

1. D(f=?
2. f ’(x) = ?
3. f  ’(x) = 0, xi, X2-  кр. точки

4. xie[a;b], X2g [a;b]
5. (вычисляем значения функции на концах отрезка [a;b] и в кр. точках из этого отрезка)

f(xi)=?
f(a)=?
f(b)=?

6. ^аиб=(---)  = ■■■,
£*аим=А---) = .  (в п.6 указывается наибольшее и наименьшее значения из полученных в п.5)
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Пример исследования функции через производную

Задание: Исследуйте с помощью производной функцию f(x) и постройте её график, если: 
f(x)=x(x-5)(x+6)

№ П лан  
(и ссл ед о в а н и е  

ф унк ц ии  с 
п ом ощ ью  

п р о и зв о д н о й )

Р еш ен и е

Для удобства исследования функции раскроем скобки (фонтаном). 
Имеем:
f(x)=x(x-5)(x+6)=(x2-5x) (х+6) =x3+6x2-5x2-30x=x3+x2-30x 

Т.О. наша функция имеет вид: f(x)=x3+x2-30x

Основная ошибка студентов в этом пункте -  неверно раскрывают  
скобки.

1 D(f)=? Область определения. Для нахождения области определения вспомним, 
какие функции дают ограничения в области определения -  это V , 1 

(нельзя), tgx, ctgx, logax. В  нашем случае данных ограничений (функций) 
нет, следовательно, областью определения будет вся числовая прямая:

D(f)=(-w;+w)=R
2 f  ’(x) = ? Вычислим производную функции. Производную можно вычислять от 

первоначально заданной функции f(x)=x(x-5)(x+6). В  нашем случае легче 
вычислить от преобразованной функции: f(x)=x3+x2-30x.

Имеем: f  ‘(x)=(x3+x2-30x),=(x3) ’+(x2) ’-(30x) ’=3x2+2x-30

Вычисленную производную подчеркнуть, мы к ней еще вернемся.

Основная ошибка студентов в этом пункте -  неверно вычисленная 
производная (не забываем про правила вычисления производных и 
таблицу производных)

3 D (f ’)=? Область определения производной. Аналогично рассуждениям п. 1 
имеем:
D (f ’)=(-^;+^)=R

4 f  ’(x)=0,
xi,x2 -  критические  
точки,

Определим критические точки, для этого приравняем производную 
(подчеркнутую) к нулю и решим получившее уравнение.
Имеем: 
f  ‘(x)=0
3x2+2x-30=0 - квадратное уравнение решаем через дискриминант 
D=e2-4ac=4-4*3*(-30)=4+360=364 - Корень из дискриминанта нацело не 
извлекается (так бывает -  не пугаемся), извлекаем с округлением до 
сотых долей (с двумя знаками после запятой, не забываем про правила 
округления)
VD=19,08
По формулам определяем (округляем до сотых долей)

-2+19,08 17,08
Xi =  ,  ,  =  , = 2 , 8 5 ;2*3 6

- критические точки.
-2 -1 9 ,0 8  21,08 _

x 2 = ------------- = ------------=  —3 , 5 1 .z 2*3 6



Основная ошибка студентов в этом пункте -  не верно вычисляют 
дискриминант, забывают извлечь корень, теряют «-» в вычислении 
корней.

5 Изображаем числовую прямую х. Наносим критические точки (-3.51 и 
2,85) на числовую прямую, указываем интервалы, в каждом интервале 
выбираем число (-4, 0, 4 -  любые числа, главное из интервалов).
Имеем:

6 f  ’(a) = ... >0, f  T 
f  ’(b) = . .< 0 , f  i  
f  ’(€) = .. >0, f  T,

нанести данные на 
числовую прямую 
п.5, определить 
(подписать) max и 
min.

Определяем промежутки возрастания и убывания функции. Для этого 
подставляем выбранные числа (-4, 0, 4) в производную (подчеркнута в 
п. 2) и вычисляем значение производной в каждой точке.

Имеем:
f ’(-4)=3(-4)2+2(-4)-30=3*16-8-30=10>0, f  |  (производная в данной точке 
больше нуля, следовательно функция возрастает) 
f  ’(0)=3(0)2+2(0)-30=-30<0, f  1 (производная в данной точке меньше нуля, 
следовательно функция убывает)
f  ’(4)=3*42+2*4-30=3*16+8-30=26>0, f  \  (производная в данной точке 
больше нуля, следовательно функция возрастает)

Наносим полученные данные на числовую прямую п.5. После нанесения 
данных п. 5. имеет вид:

Основная ошибка студентов в этом пункте -  в производную 
подставляют критические точки вместо выбранных точек. В  этом 
пункте производная не должна получаться равной 0 (это ошибка). 
Забывают отметить на числовой прямой п.5 знаки производной и 
промежутки возрастания и убывания функции.

7 Xmax ?, 
Xmin ?

Далее по схемам определяем и подписываем maX и min на числовой 

Числовая прямая п. 5. имеет вид: ----------- _____________ _

Записываем экстремумы: — ^  
Хтах 3,51, Хпйп-2,85 ^  ^ ^  ^

Основная ошибка студентов в этом пункте -  забывают подписать на 
числовой прямой max и min.



f  (x max )=? 
f  (xmin )  = ?

Определяем значение функции в экстремумах (критических точках). 
Для этого подставляем точки экстремумов в функцию (или 
преобразованную функцию) и вычисляем.
Имеем: 
xmax 3,51
f  (xmax )=  -3,51(-3,51-5)(-3,51+6) =-3,51*(-8,51) *2,49=74,38
xmin 2,85

f  (xmin )  =2,85(2,85-5)(2,85+6)=2,85*(-2,15) *8,85=-53,66

Основная ошибка студентов в этом пункте -  подставляют 
экстремумы в производную вместо самой функции, теряют знаки «+,- 
» при вычислениях. Обратите внимание f  (xmax)  должно быть больше 
чем f  (xmin )■________________________________________________________

Таблица Собираем полученные данные п.5-8 в таблицу. Размер таблицы 
зависит от исследуемой функции: количество строк -  4(всегда и для 
любой функции), количество столбцов (смотрим по п.5) = кол-во кр. 
точек + кол-во интервалов +1). Столбцы чередуем узкий, широкий 
(всегда начиная с узкого). Первый столбец для всех функций одинаков.

Итак, имеем: 2 кр.точки+3 интервала+1=6 (столбцов)
Строим таблицу:
х
f ‘ (х)
f  (х)Экстремум

Заполняем таблицу по данным п. 5

1 строка - указываем критические точки (в узких столбиках) и 
заполняем интервалы между ними
2 строка -  в критических точках производная равна 0 (всегда), в

х (-*>;-3,51) -3,51 (-3,51,2,85) 2,85 (2,85;+ю)
f  (х) + 0 - 0 +

f  (х) 74,38 -53,66
Экстремум /////////////////// max //////////////////// min /////////////////////

3 строка -  указываем в промежутках знаки возрастания и убывания, в 
критических точках значение функции из п. 8.
4 строка -  подписываем вид критических точек, в промежутках ничего 
не пишем.
Основная ошибка студентов в этом пункте -  неверно заполняют 
таблицу. Обратите внимание, предоставлен цветной рисунок, чтобы 
видеть, что откуда берутся данные для таблицы■____________________

10 График Построение графика функции по табличным данным.
График строится схематично, но все используемые точки должны 
быть подписаны.
Изображаем систему координат, подписываем оси и начало 
координат, наносим критические точки с координатами (-3,51; 74,38)

8

9



и (2,85; -53,66) - обратите внимание где данные находятся в таблице. 
Подписываем вид экстремума и их координаты, изображаем, как 
ведет себя функция в этих точках.

- - 5 3 ,6 V  тп

Далее нам необходимо продолжить построение с учетом возрастания
и убывания функции. Т. О. график имеет вид:

Но, нам не известны точки пересечения с осями, следовательно, их 
необходимо вычислить и подписать на рисунке (смотри замечание 
ниже)_____________________________________________________________

Замечание: если 
график функции 
пересекает оси 
координат, 
необходимо 
вычислить и
отметить точки
пересечения 
графика с осями 
координат:
Ох: f  (x)=0;
Оу: f  (0)=?.

Вычисляем точки пересечения графика с осями координат.
Если график пересекает ось оу, то координата х=0. Подставляем в 
функцию 0, имеем:
f(0)=0(0-5)(0+6)=0, т.е. точка пересечения с осью оу имеет 
координаты (0;0).
Если график пересекает ось ох, то координата f  (x)=0, т.е. 
f(x)=x(x-5)(x+6)=0 (произведение равно нулю, когда один из 
множителей равен 0). Разбиваем уравнение на три и решаем: 
х=0 или х-5=0 или х+6=0 

х=5 х= -6
Т.о. точки пересечения с осью ох имеют координаты (0;0), (5;0), (-6;0). 
Указываем их на числовой прямой.
График п. 10 примет вид:

Ответ записывать не надо, т.к. таблица и график и есть ответ к 
вашему исследованию._______________________________________________

Итак, конечный результат при исследовании функции (то, что должно остаться в тетради). 

Задание:
Исследуйте с помощью производной функцию f(x) и постройте её график, если: f(x)=x(x-5)(x+6)



f(x)=x(x-5)(x+6)=(x2-5x)(x+6)=x3+6х2-5х2-30х=х3+х2-30х
1. D(f)=(-<x>;+<x>)=R
2. f  ‘(x)=(х3+х2-30х) ’=(х3)  ’+(х2) ’-(30х)’=3х2+2х-30
3. D (f ’)=(-<x>;+<x>)=R
4. f  ‘(x)=0 
3х2+2х-30=0
D =в2-4ас=4-4*3*(-30)=4+360=364, ^D=19,08

-2  + 19,08 17,08 „
х 1 =  — — —  =  = 2,85; - критические точки.

f  ’(-4)=3(-4)2+2(-4)-30=3*16-8-30=10>0, f  |  
f  ’(0)=3(0)2+2(0)-30=-30<0, f  I 
f  ’(4)=3*42+2*4-30=3*16+8-30=26>0, f  |

7. xmax 3,51, x min' =2,85
8. f  (xmax)= -3,51(-3,51-5)(-3,51+6)=-3,51*(-8,51)*2,49= 74,38 

f  (xmw )  =2,85(2,85-5)(2,85+6) =2,85*(-2,15) *8,85=-53,66
9. Т"аблица

х (-<х>;-3,51) -3,51 (-3,51;2,85) 2,85 (2,85;+<ж)
f ‘ (х) + 0 - 0 +

f  (х) * 74,38 -53,66
Экстремум max min /////////////////////

х=0, f(0)=0(0-5)(0+6)=0 
f  (x)=0, f(x)=x(x-5)(x+6)=0

х=0 или х-5=0 или х+6=0 
х=5 х=-6 

Т.о. точки пересечения с осями: (0;0), (5;0), (-6;0).
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